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\ Espace de probabilité /

Définition 1 Soit ) un ensemble, B un ensemble de parties de 2. On dit
que B est une tribu de ) si elle contient €2 et st elle est stable pour les

opérations de complémentation et de réunion dénombrable, soit :
1. QeB
2. AcB= AcB
3. (An)ysy €B=U 21 4n €B

Le couple (€2, B) définit un espace probabilisable (ou mesurable).

B est aussi stable pour 'opération d’intersection dénombrable.

Exemples de tribus :
— B =P(f2) (ensemble des parties de (2)

- B={0,0} B
KNWH {0,QA, A} avec (A C Q). K
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\vambmﬁos 2 Soit (21,B1) et (Q2,B2) deux espaces probabilisables (ou /
mesurables). Soit f une application de Q1 dans Qs. f est une application
mesurable si :

VBy € B> on a : .\IH Amwv € By

Rq : la composition de deux applications mesurables est une application
mesurable.

Définition 3 Soit (€2, B) un espace probabilisable. Soit p une application
de la tribu B dans [0, +00]. u est une mesure positive si pour toute suite
dénombrable d’événements (An), -, mutuellement disjoints (ou
incompatibles, A; N A; = (,Vi # ,@“ on a :

+ oo + oo
pl U An) =) n(4n)
n=1 n=1

/ﬁm triplet (€2, B, u) définit un espace mesuré. K
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propriétés :
1. w(@) =0

2. pour des événements mutuellements disjoints, on a :

M C\»: HMU.QT»SV

3. AC B= u(A) < u(B)
4. (

\»zvzwp /" A (au sens de C) (U An = 4), = tfﬁzvswp /" u(A)
5. (An),>1 v A tel que p(A1) < +oo (Ar = A4), =
t(An) st N 1(A4)

o K
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hv@mbmﬁos 4 Soit (2, B, 1) un espace mesuré. u est une mesure borné %./
on a, u(2) < +o0.

— VA € Q, u(A) < +oo

Définition 5 Soit (€2, B) un espace probabilisable. Une Probabilité P est

définie comme étant une mesure positive sur (€2, B) telle que P(2) =1
Le triplet (€2, B, P) définit un espace probabilisé.

Définition 6 Soit D = {D, = |—o00,z[,x € R} (classe des demi-droites
ouvertes). La tribu des boréliens de R, notée B(R), est la tribu engendrée
par D (B(R) = o(D)).

Remarque :
— B(R) contient tout les [z, +oo[ (= D.), tout les [z, y[ (= Dz N D,), tous
les |2, +oo[ (= 125 [z + £, +oo[).

n=1

— B(R) contient toutes les réunions dénombrables d’intervalles ouverts.

K B(R) est aussi la tribu engendrée par les ouverts (ou les fermés). K
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\ Rappels d’analyse combinatoire

Soit S = {s1,$2,...,sn} une population formée de N individus distincts.
Un échantillon de taille p extrait de cette population est une suite
ordonnée Amﬁ y Sigy e e tw@v de p éléments de S :

— tirage avec remise :

et card(f)) = NP.
— tirage sans remise : (p < N),

card(2)) = N(N—-1)...(N—-p+1) =A% = % (arrangement)
On peut définir les sous-populations de taille p de S (p < N) pour lequel
I’ordre n’intervient plus : = A%, divisé par p! (nombre de bijections

(permutations) d’un ensemble & p éléments),

— AP | — : = p
card(§2) = A% /p! PN — )] Cx

/QW\ : le nombre de combinaisons de p éléments parmi V.

~

Am: ) Sigy e e gm&@v peut comporter plusieurs fois le méme élément. {2 = S?

K

Planche 7 Département Signal & Communications



ENST-BRETAGNE

\ Probabilités conditionnelles /

Définition 7 FEtant donné un espace probabilisé (2, B, P) et un événement
B de B de probabilité non nulle. La probabilité de l’événement A
conditionnelllement o ’événement B, notée P(A/B), est définie par :
P(ANB)

P(A/B) = —5 5

Remarques :
1. P(AnNB)=P(B)P(A/B)
P(Ain...NAy,)
P(A1)P(A2/A1)P (A3/A1NAg)...P(A,/JA1N...NAn_1)

2. la regle de Bayes :

p(5/4) — PBIPA/B)

o - \
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thﬁOmmﬂos 1 L’application : /

Pz: B +— [0,1]
A +— Py(A) = 5557

est une probabilité (sur (£2,B)).

Formule de Bayes : Soit (A;) une partition finie ou infinie de Q2 telle que
pour tout i, P(A;) > 0. Une telle partition est caractérisée par :

\r.D\»Q.HS et Cs\ws”@
— VB € B :
P(B)=) P(BNA;) =) P(B/A;))P(Ai)

—> la formule de Bayes :

_ P(B/A)P(A)
PUA/B) = S pra) play

o K
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\ Evénements indépendants /

Définition 8 Soit (X2, B, P) un espace probabilisé et A et B deux
cvénements. On dit que A et B sont stochastiquement indépendants si et
seulement si :

P(ANB) = P(A)P(B)

Remarques :

1. Lorsque P(A) # 0, A et B sont stochastiquement indépendants si et
seulement si P(B/A) = P(B).

2. La notion d’indépendance dépend de la probabilité P.

3. Un événement B (tq P(B) = 0) est indépendant de n’importe quel

événement A.

4. Si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants (idem
pour A et B ou (A et B)).

5. Si A et B sont indépendants alors :

/ P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B) K
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Variables Aléatoires

o k
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Définition 9 Soit (2, B) un espace probabilisable et R muni de la tribu

des boréliens B(R). Une variable aléatoire réelle est une application
mesurable de (2, B) dans (R, B(R)) :

X: 2 — R

w — X(w).

Remarques :

1. La définition d’une v.a. ne fait pas intervenir la probabilité P.
2. On utilise les lettres majuscule X, Y, Z, ... pour noter ces v.a.

3. La mesurabilité de la v.a. X signifie que :

VB e BR),X '(B)={weQ/X(w)eB}eB

.

K
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Loil d’une v.a.

(Q,B,P) s (R,B(R), Px)

P posséde une mesure image sur B(R), notée Px. Soit :

VB € B(R), Px(B) = P (X '(B))
= P{we/X(w)e B})
= P(X € B)

La probabilité induite de P par la v.a. X, est appelée la lot de X.

o K
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\ Fonction de répartition d’une v.a.r. /

Définition 10 La fonction de répartition F'x d’une variable aléatoire

réelle X est définie par :

Fx: R +— Bv:
r +— Fx(z)=Px(—o00,z])=P (X '(]—o00,z]) =P(X < z)

Remarques :

1. Toute fonction de répartition est :

— croissante

— continue a gauche

— telle que :

lim Fx(x)=1 et lim Fx(z)=0.
r— 400 Tr—r — 00

Réciproquement, toute fonction réelle d’une variable réelle satisfaisant

/ a ces conditions est la fonction de répartition d’une loi de Eovmvz;m\
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P(X <)
P(X = x)
Pa< X <b)
P(X > x)

...etc

.

2. Voici quelques propriétés de Fx :

Fx ()

Fx (z+) — Fx (z)
NU.X‘ AS — ﬁ‘x‘ AQ\V

1 — NUN A&v

K
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\ variables aléatoires discrétes /

Définition 11 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, B, P). X est une v.a. discréte si X (€2) est un ensemble

dénombrable.

Remarques :

1. Exemples d’ensembles de X(Q2) : N, Z, {0,1,...,n}, .

2. La loi d’une variable aléatoire discréte est complétement déterminée

par une famille dénombrable de nombre positifs p, = P(X = ) ot
1 € X(Q) tels que Y, gy pi = 1.
3. Pour une variable aléatoire & valeurs entiéres (dans N), la fonction de

répartition est donnée par :
Fx(z) =) P(X =1)

o K
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\ Variables aléatoires absolument ooambamm/

Définition 12 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, B, P). X est une v.a. absolument continue si et seulement si
il existe une fonction fx(x), appelée densité de probabilité, telle que :

Ve € R NNNA&VH\,& \NTWV&N

Remarques :

L. P(X € (la,0])) = P(X € (Ja,b])) = P (X € ([a,b])) = P (X € (Ja, 0])) -
VreR ona: P(X =z)=0.
La probabilité de tout borélien B est : P (X € B) = [ fx(z) dx

La densité de probabilité fx(z) est non nécessairement majorée.

A

fx est une densité de probabilité si et seulement si :

fx(z) >0 et \_mis i =1

o K
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Exemples de lois de probabilité

o k
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hm de Bernouilli : 0<p <1, X ~B(p), P(X=1)=p= HITANHOV/
loi géométrique : (0<p<1) N~ N, P(N=k)=(1-p)"p

Interprétation : si on répéte une infinité de fois une épreuve de B (p) de
maniére indépendante. N = indice de la premiére apparition d’'un succés.

Loi géométrique

0.5r *

0.4

P(X=K)

0.2

0.1r

/ F1G. 1 — Distribution de la loi géométrique avec p = 0.5 K
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Interprétation : lorsqu’on répéte n fois une épreuve de Bernouilli de
maniére indépendante. X = au nombre de succés.

Loi Binomiale B(n=10,p=0.7)
T T

*
0.251

0.21 ES

P(X=K)

0.1+ *

0.051

Indice k

/ F1G. 2 — Distribution de la loi Binomiale avec p = 0.7 et n = 10 K
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sm de Poisson : (X ~ P (A), A >0) /

X ~Net P(X =k)=e 20

Loi Poisson P(4)

T T T T T T T
0.25 |
0.2f «  x 1
i *
% 0.15F % 1
o
0.1f * .
*
*
0.05}- 1
*
* b3
o | | | | | &A X N4
0 2 4 6 8 10 12

Indice k

/ F1G. 3 — Distribution de la loi de Poisson P (A = 4) K
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loi uniforme : X ~ Uy}, fx(2) = 7= Ljg,5(2)

Loi Uniforme

densité de probabilité
o
[62)

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| | | | | |
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

F1G. 4 — Distribution de la loi Uniforme U[_q 41

o k
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loi normale : (ou loi de Gauss) X ~ N (m,0?), fx(z) = - 2—e 202

Loi Gaussienne
0.5

0.451

0.4

0.351

0.3

0.25F

0.2

densité de probabilité

F1a. 5 — Distribution de la loi Normale : N (1,1) et A (1,2?)

o K
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\_om Log Normale :Z = 20 + e ot X ~ N (m,0?),
_ (In(z=z2q)=m)?
.\NANV — /\MH|§.Q.® 202 N|HNO H_H“_Nov|_|OOANV

Loi Log Normale
T

0.5H

densité de probabilité
o o
w >

o
N

0.1p

axe des x

F1G. 6 — Distribution de la loi Log Normale : zp =1, m=1let o =1

(trait continue) ou 2

o K
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loi Exponentielle : X ~ £ ()\), fx(z) = Ae g+ (z)

Loi Exponentielle

densité de probabilité

axe des x

F1G. 7 — Distribution de la loi Exponentielle £ (A = 1)

o K
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r2

loi de Rayleigh :0, fr(r) = e 22 Iz (r) Rqg: R=vX2 + Y2 ou X et
Y sont deux v.a. indépendantes et ~ N Aou Qwv.

Loi Rayleigh
T T T

0.6

o o )
w B 6]
T

densité de probabilité

o
)

0.1

axe des x

F1G. 8 — Distribution de la loi Rayleigh : 0 =1,...,5

o K
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\_om Gamma : X ~ ' (\ k), fx(x) = &Kﬂ&wLmJ/aEﬁ () Rq : /
T(k) = [y e 2" dz, si k e N*, (k) = (k— 1)

Rq: X)) =T (\1).

Loi Gamma

densité de probabilité

axe des x

FiG. 9 — Distribution de la loi Gamma : T" (\,k) avec A =1letk=1...5

o K
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loi de Cauchy : X ~ C(a, (), fx(z) = WQM+%|&M avec r€R

Rq :cette v.a. n’admet pas de moments d’ordre supérieur.

Loi de Cauchy
Ob T T T

0.351

o
I N ©
N o1 w
T

densité de probabilité

o
N
al

axe des x

FiGc. 10 — Distribution de la loi de Cauchy : C («a,3) avec o = 0 et
6=1,20u3

o K
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loi Beta : X ~ B(p,q) (p > —1 et

0> —1)fx(@) = "5 avee  z€[0,1), B(p,g) = fy (1 - x)"dz

Loi beta
35

25

15F

densité de probabilité

0.5F

0

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axe des x

F1G. 11 — Distribution de la loi Beta : B(—1/2,1) et B(1,1)

o K
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N

2
3.
4

~

Exercice

Une variable aléatoire absolument continue X est telle que son domaine de
définition Dx = [—1, +1] et le graphe de sa densité de probabilité fx (x)

forme avec 'axe des x un triangle isocéle.

1.

Donner I’équation de fx(z) et de la fonction de répartition Fx(z).
Calculer la probabilité P(—0.4 < X < 40.5).
Calculer la probabilité P(X > 0).

Donner la densité de probabilité ainsi que la fonction de répartition de

la variable aléatoire Y = | X|.

Donner la densité de probabilité ainsi que la fonction de répartition de

k

la variable aléatoire Y = X 2.
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Fonctions et paramétres d’une variable

aléatoire

k
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\ Espérance mathématique

Définition 13 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, B, P). On appelle espérance mathématique (ou valeur
moyenne) de X, lintegrale, si elle existe (i.e. si X € L' (2, B, P)) :

E[X] = \s X (w) dP(w)

Propriétés importantes :

X el (Q,B,P) < [, |X(w)]dP(w) < +oc
V(ia,B) €R* ElaX + Y] = aE[X] + BE[Y]
Ela] = «

X >0 — E[X] > 0.

X>Y — E[X] > E[Y].

A T o

/ que X = 0 partout sauf sur un ensemble de mesure nulle).

E[|X]] =0 — X =0 P — presque partout (c’est a dire

~

K
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\ Théoréme de transfert /

Théoréme 1 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace

probabilisé (2, B, P) et soit g une fonction déterministe mesurable :
(2. B,P) = (R, B(R), Px) ~ (R, B(R), Px).

Si g(X) est intégrable, alors :

Blg(X)] = | 9(X()) dP@) = | g(@) dPx(@)
— Pour une v.a. discréte :

Elg(X) = ) g@P(X =1).

iEX(Q)

— Pour une v.a. absolument continue :

Elg(X)] = \ 9(2) fx (z) da.
\_ /
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\ Moments d’ordre supérieur /

Définition 14 Soit k € N*, si X € LF (Q,B, P) (c’est a dire que X" est

absolument intégrable), le moment d’ordre k de X est défini par :

E[x*] = \ X*(w) dP(w) = \ 2" dPx (z)
Q R
Définition 15 Le moment centré d’ordre k de X est défini par :
E |(X - BX])*]

Définition 16 La variance d’une variable aléatoire est définie comme
étant le moment centré d’ordre 2, soit :

Var(X) = ox =E[(X — E[X])?].
Rermarque : 0% = E [X?] — (B[X])?.

/ﬁ%&vﬁ%@ L ox = /Var(X) = \JE[X?] - (E[X))*. K
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\ Inégalité de Markov et de /
Bienaymeé-Tchebychev

Inégalité de Markov

Théoréme 2 SoitX une v.a. de moment d’ordre k fini, pour tout € réel

strictement positif, on a :

E[|X]*]

PIIX| > < =15

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 3 Soit X une v.a. de moment d’ordre 2 fini, pour tout € réel

strictement positif, on a :

o K
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Fonction caractéristique /

Définition 17 On appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire

X la fonction a valeurs complexes ®x définie sur R par :

Propriétés :

1.

Au coefficient —27 prés, ® x est la transformée de Fourier de la mesure

positive Px sur R.

L’existence de ®x(u) pour tout u résulte du fait que :

&x(0) = 1.

. Vu eR,|®x(u)] < 1.

/m.

® x (u) est continue.

Ox(u) =E T:&@ :

Vu € R, Vz € R, || < 1.

K
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\@ Vu € R, [Bx (u)]* = Px(—u).

7. V(a,b) € R*,Vu € R, on a : ®axip(u) = ™ ®x(au).

10.

11.

La fonction ®x(u) caractérise la loi entiérement, soit :
(Px(u) = Py(u),Vu € R) <= (X et Y ont la méme loi).

Si X est absolument continue et si ®x est absolument integrable,

alors : .
fx(@) = o \ B x (u)e™ " du.

Si X est une v.a. discréte et si ®x est absolument intégrable, alors :

ws, .
WANH@H %\o. exﬁzvmls:w&:.

Si les moments d’ordre k existent et si ®x est de classe C* (k fois
continuement dérivable) , alors :

E Tﬁ — La® (),

i K
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Fonction génératrice :

Définition 18 Soit X une variable aléatoire entiére. La fonction

génératrice est définie par :
gx : {z€C/lz| <1} — C

z —  gx(2) =E (%)

Remarques :
— Lorsque X € L* (2, B, P), alors gx est k fois différentiable et on a :

g1 => nn-1)...(n—k+1)P(X =n)

L y
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\ Cas d’une v.a. discréte /

mo;NZﬁC,v“Fowam@owmmosvvﬁﬁkﬂwvﬂ m|yw|\_ﬂ
Espérance mathématique : E[X] = A.

Variance : 0% = E [X?] — (E[X])* = \.

Fonction génératrice : gx (2) = E (2¥) = e etV
Fonction caractéristique : ®x (u) = E [¢*** ] = e~ retAlcosutisinu)
et inversement : P(X = k) = 5= ow Px(u)e ™Fdu=e 3.

Rappel (th des Résidus) : f(z) complexe de pole a d’ordre m :

1

Res(f,a) = ooy (I = &)™) " 7")

zZ=Qa
—A Ak

/ﬂosqaos de répartition : Fx(z) =) ,_, € "3 K
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Cas d’une v.a. absolument continue

Soit X ~ E(N)), fx(z) = Ae Mgy ()

Espérance mathématique : E [X] = o+8 zfx(z)dr = 5
Variance : 0% = me
Fonction caractéristique : ®x (u) = E [e"¥] = [T e fy (v)dr = 25

Fonction de répartition : Fx(z) = P(X <z) = (1 — e )1 1 oo((7)

Exercice :

Calculer la moyenne et la variance d’une v.a. qui suit la loi Log Normale.

o K
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Vecteurs aléatoires

o k
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Définition 19 Soit (2, B) un espace probabilisable donné et RP muni de la

tribu des boréliens B(RP). Un vecteur aléatoire (de dimension p) est une
application mesurable de (2, B) dans (RP, B(R?)) :
X: O — R
w o K(w) = (Xa(w) - Xp(w))

—

Soit : VB € B(RP), X' (B) = {we Q/X(w)e B}eB
loi de probabilité : VB € B(R?), P¢(B) = P{X € B} = P{X"'(B)}
Espérance mathématique : E T& =t (E[X41],...,E[X,]).

Remarques :

1. V(a,8) €R?  E|aX + 87| = ak T& + BE E

/w. V@ € RP Em.ﬁnm.@& K
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Fonction de répartition

Définition 20 La fonction de répartition F'y d’un vecteur aléatoire X est
définie par :
Fg: R +—
r +r— F
P
P(X1( = oo,z1[x...x] - 8&8 -
PH{Xi<zi}Nn...n{X, <zp})

loi marginale : VB € B(R), Px,(B) =Pz | Rx...RxBxRx...R
S——— S———

k—1 p—k

o K

Département Signal & Communications
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Rq : La loi conjointe permet de déterminer toutes les lois marginales mais
la réciproque est fausse.

~

Soit (X, Y) un couple aléatoire tel que : (0 < a < 1/2)
P(x . v) z =0 =1 Py |
Px — Mvﬁ;vﬂ”ow”w MVAHN”HW”W

.

TAB. 1 — Exemple de loi dont les lois marginales ne permettent pas de
retrouver la loi conjointe

La loi conjointe du couple (X,Y) dépend du paramétre « alors que

chacune des deux lois marginales est indépendante de ce paramétre.

K
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\Hummbmﬁoc 21 Soit X un vecteur aléatoire de dimension p défini sur §:/
espace probabilisé (2, B, P). On dit que X admet une densité de probabilité
sur RP si et seulement si il existe une fonction fy(x) de RP dans R,
appelée densité de probabilité, telle que :

VB € B(R") TmﬁmvH\\M@T..J&E&&TZ&&@.
B

Remarques :
1. [ofg(@1,...,2p)dzr.. . dzy, = 1.
2. Sig(X)e L' (Q,B,P), g:RP — R, (théoréme de transfert) :

B[o(%)] = [ 9@ fe(@)a

oY F
3. fe(z1,...,2p) = g?ﬁi.;&@v.

4. fx,(zr) = [epifz(@1,. .., 2p) de1 ... drp_1dTrs1dT)p.

/m. Fonction caractéristique : V& € R?, ® 3 (%) = E T&.M% K

Planche 45 Département Signal & Communications



ENST-BRETAGNE

\ Changement de variables /

o: RPF +— RP
r +— Y
Hypothéses :

1. ¢ est une bijection tel que ¢ et ¢~ ' soient de classe C' et que :

Oz Oz

y1 "7 Oyp
<&m%ﬁ%ﬁ&v|;®u” : : %= 0.

9zp 9zp

our  tt oy

M‘.cséﬁ@&.m_mmﬁo#maomwgomWOSEQmQ.U.x mﬁmv
Y = ¢(X), de d.p. f¢(7) :

fy @) = fz (67 (@) |det Jy—2 ()]
Ex : Soit (X,Y’) un couple de v.a. définie sur R de d.p. fix,v)(z,¥y). Quelle

Gﬁyma.w.amaxﬂuml_'%w K
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\ Variables aléatoires indépendantes

’espace probabilisé (2,8, P). Xi1,...,X, sont indépendantes si et
seulement st :

Remarques :

1. Py est alors une loi produit : Pg = Px1 X ... X Pxyp

2. Cas d’'une d.p. sur R” : fg(z1,...,2p) = fx;(%1) ... fx,(2p).

3. Proposition : Xi,..., X, sont indépendantes si et seulement si
Vgi,...,9p € Co(R — R) (continues et bornées)

Elgi(X1). .. gp(Xp)] = Elg1(X1)]. .. E[gp(Xp)].
4. X et Y sont indépendantes :fx1v (v) = [, fix,v)(u,v —u)du =

/ Jg fx () fy (v —u)du = fx * fy(v)

Définition 22 Soit X1,..., X, p variables aléatoires réelles définies sur

<mf...um@ - NWQ%YNVANH - mf...vkﬁ - m@v = NVNHANHV . ..N&mﬁﬂm@v

~

K
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\ Lois conditionnelles /

Soit (X,Y) un couple aléatoire de loi Px,y. On peut définir la loi
conditionnelle de Y sachant {X =z} : Py ~°.

Cas X discréte (P{X =2} >0): P{Y € B/X =n} = wﬁxwﬂmmm:%ui.

Cas continue (fx(z) > 0): fyr “(y) = %

Remarques :
L fxy(z,y) = fx(2) = ¥ " (y).
2. fy~"(y) et fx(z) = fx,v(z,9).
3. Espérance conditionnelle (est une v.a.) d’une fonction g(X,Y) sachant
{X =z} par:

EX=" [g(X,Y)] = \ oz, ) f= (y)dy.

/ | Elo(X.Y)] = E [ [g(X,V)]]. y
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Covariance

Définition 23 Soit X € L2 (2, B, P), la covariance entre deux

composantes X; et X; du vecteur aléatoire X est défine par :

Cov (X, X;) = E[(Xi — E[X:])(X; — E[X;])]

K

Remarques :
1. Cov (Xs, Xi) = Var(X;) = ok, .
3. Si X; et X; sont indépendantes = Cov (X;, X;) =0 (X; et X; sont
non corrélées). La réciproque est en général fausse.
4. Le coeflicient de corrélation entre X; et X; : px,;x;, = Qwevmumwxb. )
i7X;
5. _\QN@.NQ_ <1
/@. px;x; = x1 si et seulement si X; et X; sont proportionnelles.
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Matrice de covariance

Définition 24 Soit X € L2 (2, B, P), la matrice de covariance du vecteur

aléatoire X est défine par :

Kg = [Cov (X, u@.vrmim@

Remarques :

1. K4 est une matrice symétrique (‘K¢ = K ¢).
2. K¢ est une matrice positive (Vi € R?, on a : ‘4K ¢4 > 0).

3. En notation matricielle, si X est un vecteur colonne, on peut écrire :

Ky =2 [(2-2[])! (-2 4]

7=AX +b=K;=AK:;'A

\_ Y,
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\ Droite et courbe de régression /

nuage de points

axes desy
o
T

4 ! ! ! ! ! !
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

axes des x

F1G. 12 — Nuage de points représentant 1000 réalisations d’un couple

/mmsmmwow corrélées (cx = oy =1et p=0.9) K
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Définition 25 On appelle droite de régression de Y sur X, la droite

d’équation : "y = ax + b” ou a et b minimisent la quantité
E[(Y —aX —b)*].

(estimation linéaire de Y en fonction de X au sens des "moindres carrées")

y—E] = 25T gix)

Ox

Définition 26 On appelle courbe de régression de Y sur X, la fonction
d’équation : "y = ¢(x)” ou ¢ minimise la quantité E [(Y — ¢(X))?].

L’équation de la courbe de régression de Y sur X est :

y=¢(z) =E " [Y]

o K
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huﬁmwomom 1: /

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, telles que X

est de loi uniforme sur [0, 1] et Y est de loi exponentielle de paramétre 1
sur RY.

1. Onpose U =X +Y et V =X —Y, quelle est la densité de probabilité
conjointe du couple (U, V) ?
2. Calculer les lois marginales de (U, V).
3. Calculer les espérances et les variances et covariances de (X,Y) et de
(U, V).
Exercice 2 :

Deux personnes ont rendez-vous entre 19h et 20h. Les heures d’arrivées
sont aléatoires de distribution uniforme sur [0, 1] (en heure) et
indépendantes. Soit 7Z la variable égale au temps d’attente de la premiére

personne arrivée. Calculer la loi et ’espérance de Z (le temps moyen

/%mgmsﬁmv. K
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Exercice 3 : Soit X = (X1, X2) un couple aléatoire dont les composantes

sont indépendantes et uniforméments réparties sur l'intervalle [—1, +1].
Soit Y = (Y1, Y2)? le couple déduit de X par la transformation linéaire

Y = AX ou A est la matrice donnée par :

S
NSRS

1. Donner une interprétation géométrique de ’action de la matrice A sur

le couple X.
Donner la densité de probabilité conjointe du couple X = (X1, X2).
Donner la densité de probabilité conjointe du couple Y = (Y7, Y2)”.

Calculer la densité de probabilité marginale fy, (y1) de Yi.

A

En déduire la densité de probabilité conditionnelle \MHS (y2) de Yo

sachant Y71 = 1.

. K
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Exercice 4 : Soit (X,), -, une suite formée de v.a. indépendantes et
identiquement distribuées, d’espérance u, et N une v.a. de Poisson

d’intensité A\, indépendante du processus X,,. Calculer :

B{ ] | Xn}

o K
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Vecteurs gaussiens

o k
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\Hummbmﬁoc 27 Soit X € L? (2, B, P) un vecteur aléatoire. On dit que um./

suit une loi gaussienne (N (m, K)) si sa fonction caractéristique ® (@) est
de la forme :

O (@) = Pl =5 UK
<(1) =

ou m € RP et K une matrice p X p symétrique positive.

Remarques :
1. X est gaussien < toute combinaison linéaire des X; est gaussienne.
2. K est diagonale < les X; sont indépendantes.
3. Pour un couple gaussien : 'indépendance < la non corrélation.
4. Sidet K # 0, X est absolument continue sur R? = :
(@) L el @ mE (@ )
— = XD — — — —
X (27)P/2 \/det K 2
5. Soit A une matrice g X p et be R?, on a :
/ wz>\c§5vanmijmzZTi;&Nﬁv K
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Exemple de couple de v.a. gaussiens

dépendants et non corrélées

Soit X ~ N (0,1), € une v.a. de Bernouilli (¢ = +1), avec P(e =1) = 1/2.
On définit, une v.a. ¥ = e¢X. X et Y sont dépendantes.

1. Calculer la d.p. de Y.
2. Vérifier que X et Y sont non corrélées.

3. Vérifier que (X,Y) est non gaussien. Conclure.

K
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Loi gausienne

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

N\

AT

0.005 IS NN =

§

0 = NN Y
S S e
IR S e
2 00, 00 0, 5 2 5 S S 8 e S eSS eSS S

axe desy

F1aG. 13 — Loi gaussienne bidimensionnelle avec m = 0, ox

%&——————————————ﬁyﬂfhm%wmw&ﬁﬁm\
-

axe des x

axe desy

les contours

-3

-1

et p = 0, ainsi que les contours correspondants

0
axe des x
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les contours
T

Loi gausienne 3
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F1G. 15 — Loi gaussienne bidimensionnelle avec m =0, 0x = 2,0y =1
et p = 0, ainsi que les contours correspondants
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mewomom : /

Soit X = (X1, X2)" un vecteur aléatoire réel centré, & deux dimensions, de

loi gaussienne de matrice de covariance A donnée par (X ~ N(0,A)) :

avec |p| < 1,

On définit un nouveau couple aléatoire :

Y1 = X;1-—Xo
Yo = X1+ Xo

1. Montrer que Yi et Ys sont indépendantes.

2. Donner I’expression de la matrice de covariance du couple (Y1, Y2).

/w. En déduire la densité de probabilité du couple (Y7, Y2). K
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Calculer la densité de probabilité conditionnelle f MMHE (z2) de Xo

sachant X7 = x1. Quelle est cette loi?

En déduire, sans calculs, les équations de la droite et de la courbe de

régression de X sur X;.

K
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Convergence en calcul de probabilité

o k
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Auoszxmwmmbnm en probabilité :

Définition 28 Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires. La suite
(Xn)n>1 converge stochastiquement (ou en probabilité) vers la variable
aléatoire X (Xn = X) si et seulement si :

Ve >0, lim P[|X,— X|>¢el=0.

n—-+oo

Convergence en moyenne quadratique :

Définition 29 Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires. La suite

(Xrn)n>1 converge en moyenne quadratique vers la variable aléatoire X
(Xn =3 X) si et seulement si :

lim E[|X, - X|’] =0.

n— -+ oo

Théoréme 4 La convergence en moyenne quadratique implique la
convergence en probabilité. Soit :

N

(X, 2% X) = (X,, =5 X).

~

k
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hom faible des grands nombres : /

Proposition 2 Soit (Xy),>1 une suite de variables aléatoires

indépendantes, de méme loi et de variance finie, alors :

v ”;vm‘ul_lsx‘wl_ll_lvm‘: S.Q,.
n

E[X1].

Convergence presque sire :
Définition 30 Soit (2, B, P) un espace probabilisé. On dit que la suite

A .S. .
(Xn)n>1 converge presque strement vers X (X, == X ) ssi :

100 C Q/P () =1 et Vw € Qp, lim X,(w) = X(w).

n—+oo

Lemme de Borel-Cantelli :
Lemme 1 Une condition suffisante de convergence presque sire est :

+oo
Ve>0) P[X,—X[>e] <oo= (X, =5 X).

N &
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hom forte des grands nombres : /

Proposition 3 Soit (X,).>1 une suite de variables aléatoires

indépendantes, de méme loi et de moyenne finie, alors :

V. — X1+Xo+...+ X, @.m.VHTH;NL.
n

Convergence en Loi :

Définition 31 Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires. La suite

(Xn) converge en loi vers X (Xn N ¢ ) ssi les fonctions de répartition

convergent simplement en tout point de continuité, soit :

Vz € R, :H._H.H Fx, (x) = Fx(x), si Fx est continue en x.
n—-—+oo

Remarques : Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. Ve € R, lim,, 400 Fix,, () = Fx(z), si Fx est continue en .

2. Yu € R, limp 400 Px, (u) = Px(u)
/w. Vg € C (continue, borné) lim, 4+ E [¢(Xy)] = E [g(X)] K
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\moﬁmgm mnémothechnique : /

(X, 24 X) = (X,-5X) = (Xn-X)

f
(Xn = X)

Théoréme de la limite centrale :

Théoréme 5 Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires

indépendantes, de méme loi et de variance finie (0* = var(X7)),
(X, € L* (9, B, P)), alors :

S

o (Sn)
ot Sp, = X1+ ...+ X, et donc o (Sn) = v/no.
D’ou (m =E[X;]) :

.
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\ Exemple d’utilisation du théoréme nmsi.m_/
limite

On s’intéresse aux résultats d’un référendum au sein d’une large

population, de taille N. Chaque individu peut voter oui ou non (on néglige

les abstentions). Nous cherchons & déterminer le pourcentage de oui, qu’on

notera p. Nous disposons pour cela d’une sous-population de taille n tirée
au hasard. Si §,, désigne le nombre de oui, S, suit la loi binomiale B(n, p).

P(S, =k) = Cpp"(1—p)" "

ou p désigne la proportion de oui (= Probabilité qu'un individu pris au
hasard vote oui). On a S,, = X1 + ...+ X, ot les X = 1 pour oui et 0
pour non et forment une suite i.i.d. (Bernouilli B (p)). p = S /n. Trouver n
tel que p € ﬁmﬂ: — g, mﬂ: + & avec une probabilité de se tromper au plus
égale & a. Soit :

N ! Y
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hvmwﬁwm le théoréme de la limite centrale, on a : /

Sn —np

avec 0 = 4/p(1 —p). D’otur :

P{S—p|<e} = p{|zm|<cof]
evn aw

~ «n.?wm ,\%mﬁqga

— M«\T_lmo.SF |%&

= 0 75=€ x

- wr(26)

erf(x) = 2 [ et dt
N vl y
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On veut donc que :

soit,

Notons que ¢ n’est pas connu mais que o < 1/2. Le nombre d’échantillon

minimale est donc :

Nmin = % AmﬁxLﬁ —a))

2

Application numérique :

a = 0.05, ¢ = 0.03, on trouve que le nombre d’échantillon est 1067. On a

dans ce cas le pourcentage de oui est p = S, /n & 3% prés avec une
probabilité de 0.95.

o K
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Exercice : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Cauchy dont la

densité de probabilité est donnée par :

1 1
T 14 22

fx(z) =

Soit (X;),., une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi

que celle de X. On définit (S»),, une suite de variables aléatoires définie

par :
n
Sn=) X
i=1
1. Calculer la fonction caractéristique de la variable aléatoire mﬂ:
2. Montrer que mﬂs converge en loi vers X.
3. Montrer que m|m converge en probabilité (ou stochastiquement) vers 0.
4. Montrer que 2z converge presque-siirement vers 0 (Utiliser le lemme

n

de Borel-Cantelli).

. K
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